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摘要　　介绍了国内外关于 Rodrigues参数改进方法及其应用的研究现状.在此基础上 , 提出了

Rodrigues参数的第一推广形式.现有的射影参数和广义 Rodrigue s参数都是其特例 , 为统一研究

由 Rodrigues参数推广而来的各种三参数姿态描述方法提供理论基础.然后 , 从第一推广形式这一

族姿态描述参数中选取一个子族 , 即 Rodrigues参数的第二推广形式.文中给出了第二推广形式与

四元数的关系及第二推广形式表示的姿态运动学方程 , 并讨论了解决 Rodrigues参数的第二推广形

式奇异性的方法 , 为飞行器姿态确定和控制算法设计提供了理论基础.
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　　航空航天技术的发展 , 对姿态确定算法的精度

和快速性提出了更高的要求.然而传统的 Euler 角

方法和四元数方法均表现出一定的局限性.Eule r角

方法因涉及大量三角运算而实时性不高 , 并且存在

奇异性问题.四元数方法是一种综合性能较高的方

法 , 然而 , 四元数并不是姿态描述的最小实现 , 存

在一个约束条件 , 这种冗余特性决定了其在姿态确

定中必然会遇到一些问题:(1)四元数必须进行规

范化[ 1] ;(2)四元数的状态误差协方差矩阵是奇异

的[ 2 , 3] .

Rodrigues参数作为一种三参数姿态描述方法 ,

因具有简洁 、 高效的特点而逐渐受到人们的重

视[ 4—17] .然而当绕 Euler 轴的旋转角为 π时 , Ro-

drigues参数出现奇异性 , 限制了它的广泛应用.近

年来 , 出现了多种对 Rodrigue s参数的改进方法.

S chaub等通过将姿态四元数的约束单位球射影投影

到一个三维超平面上得到了一族包括经典 Ro-

drigues参数和修正 Rodrigues参数在内的姿态描述

参数
[ 4]
, 他们称这族参数为射影参数(stereog raphic

paramete rs), 根据投影平面的不同 , 射影参数分为

对称射影参数和非对称射影参数.Crassidis等提出

了广义 Rodrigues 参数(generalized Rodrigue s pa-

rameters)[ 5] .广义 Rodrigues 参数实际上是对称射

影参数放大了一个倍数 , 其优点为适当地选择放大

倍数可以使广义 Rodrigues 参数在小角度条件下近

似为 Euler 角.射影参数和广义 Rodrigues参数虽然

推广了经典 Rodrigues参数 , 但是一般情况下射影

参数或广义 Rodrigues 参数的姿态运动学方程相对

于经典 Rodrigues 参数比较复杂.方群等提出了包

括经典 Rodrigues参数在内的 4套姿态描述参数[ 6] ,

这 4 套参数的姿态运动学方程比较简洁并且形式完

全相同 , 利用这 4套参数相互切换可以方便地解决

奇异性问题.

Rodrigues 参数及其改进的姿态参数在飞行器

姿态确定中得到了一定的应用 , 并取得了良好的效

果.Idan利用 Rodrigues 参数进行姿态估计
[ 7]
, 指

出 Rodrigues 参数方法比四元数方法减小 35%—

45%的计算量.周江华等利用 Rodrigues参数构造

的捷联姿态算法相对于四元数算法效率提高了一

倍
[ 8]
.林玉荣等利用 Gibbs矢量(Rodrigues参数)研

究了卫星轨道姿态的滤波算法[ 9] , 仿真结果表明

Gibbs矢量法的运行效率明显高于 Euler 角方法.
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Morta ri等基于 Rodrigues参数提出了最优线性姿态

估 计 器 (optimal linear at titude est imator ,

O LAE)[ 10] , 并验证了它是最快的最优姿态估计算

法之一.程杨等提出了一种基于修正 Rodrigues 参

数的姿态估计算法[ 11] , 利用切换方法解决了修正

Rodrigues参数的奇异性问题 , 并利用数值算例验

证了算法的可行性.Jiang 等在估计飞行器姿态时利

用广义 Rodrigues参数描述姿态[ 12] , 避免利用四元

数时出现状态误差协方差矩阵奇异的问题.另外 ,

Rodrigues参数及其改进的姿态参数在飞行器姿态

控制中也取得了一些成功的应用(详见文献 [ 13—

16] ).研究表明 , Rodrigues参数及其改进的姿态参

数在飞行器姿态确定和控制中有很好的应用前景.

本文进一步推广 Rodrigues参数 , 得到一族姿

态描述参数 , 称其为 Rodrigues参数的第一推广形

式.现有的射影参数 、 广义 Rodrigue s参数以及方

群等提出的 4套姿态描述参数都是其特例.从而可

以在更一般意义下研究由 Rodrigue s参数推广而来

的各种三参数姿态描述方法 , 为飞行器姿态确定和

控制算法的设计提供理论基础.另外 , 从第一推广

形式这一族姿态描述参数中选取了一个子族 , 即

Rodrigues参数的第二推广形式.第二推广形式比较

简洁 , 并且能方便地解决奇异性问题 , 是一种应用

前景很好的姿态描述方法.

1　四元数与 Rodrigues参数

刚体定点转动的 Euler 定理是研究姿态描述方

法的基础.设 n= [ n1　n2　n3 ] T 为 Euler轴上的单

位矢量 , θ为绕n 的旋转角 , 则四元数 q= [ q1　q2

　q3　q4] T 定义为[ 17]

qi =ni sin(θ/2)　i =1 ,2 ,3

q4 =co s(θ/2)
(1)

由定义可知四元数满足约束条件

q
2
1 +q

2
2 +q

2
3 +q

2
4 =1 (2)

设 ω为本体坐标系相对于参考坐标系的角速度

在本体坐标系中的投影 , 则四元数表示的姿态运动

学方程为
[ 17]

q
·
= 1

2
Ψ(ω)q (3)

其中

Ψ(ω)=

0 ω3 -ω2 ω1

-ω3 0 ω1 ω2

ω2 -ω1 0 ω3

-ω1 -ω2 -ω3 0

(4)

Rodrigues参数 Υ= [  1 　 2　 3 ] T 定义为[ 8 , 17]

Υ=tan(θ/2)n (5)

设 Υ的模为 , 当θ※π时 ,  ※∞, 此时无法进行

姿态解算 , 这就是 Rodrigues 参数的奇异性问题 ,

也是限制它广泛应用的关键问题.

Rodrigues参数表示的姿态运动学方程为
[ 8 , 17]

Υ
·
= 1

2
{ω+Υ×ω+(Υ·ω)Υ} (6)

由(1)和(5)式可得 Rodrigues 参数和四元数的

关系为

 i =qi/q4　i =1 , 2 ,3 (7)

qi =± i/ 1 + 2 　i =1 ,2 , 3

q4 =±1/ 1+ 
2

(8)

2　Rodrigues参数的第一推广形式

定义 Rodrigues参数的第一推广形式 G= [ G1

　G2　G3 ] T 如下:

G1 = f
(1-a

2 -b
2 -c

2)q1 -2aq4 -2bq3 +2cq2

d +(1-a
2
-b

2
-c

2
)q4 +2(aq1 +bq2 +cq3)

(9a)

G2 = f
(1-a

2
-b

2
-c

2
)q2 -2bq4 -2cq1 +2aq3

d+(1-a
2 -b

2 -c
2)q4 +2(aq1 +bq2 +cq3)

(9b)

G3 = f
(1-a

2
-b

2
-c

2
)q3 -2cq4 -2aq2 +2bq1

d+(1-a
2 -b

2 -c
2)q4 +2(aq1 +bq2 +cq3)

(9c)

其中 a , b , c , d , f 为实常数.
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当 a=b=c=d =0 , f =1时 , G就是经典 Ro-

drigues参数.当 a=b=c=0 , d=f =1时 , G就是

修正 Rodrigues参数.当 a=b=c=0时 , G就是广

义 Rodrigues参数.当 a=b=c=0 , f =1时 , G就

是对称射影参数.当a , b , c中有一个等于 1 , 其余

两个为 0 , 且 f =1时 , G就是非对称射影参数.由

此可见 , Rodrigues参数的第一推广形式 G 代表了

一族姿态描述参数 , 给定 a , b , c , d , f 的一组值

就得到一种姿态描述参数 , 从而为统一研究由 Ro-

drigues参数推广而来的各种三参数姿态描述方法提

供了理论基础.

由(3)式及(9a)—(9c)式推导可得 Rodrigues参

数的第一推广形式表示的姿态运动学方程 , 其一般

形式比较复杂 , 不适合直接应用 , 这里不再列出.

但是第一推广形式包含了一些重要而实用的特例 ,

需要进行研究.其中一例是修正 Rodrigues 参数及

其影子参数 , 利用修正 Rodrigues参数与其影子参

数相互切换可以避免奇异性 , 文献 [ 4 , 11 , 15 ,

17] 给出了其原理及应用.下面重点讨论第一推广

形式的另一个特例 , 即 Rodrigues参数的第二推广

形式.

3　Rodrigues参数的第二推广形式

3.1　第二推广形式的定义

在 Rodrigues参数的第一推广形式 G中取 d =

0 , f =1得 Rodrigues参数的第二推广形式 g= [ g1

　g2　g3 ]
T
为:

g1 =(1 -a
2
-b

2
-c

2
)q1 -2aq4 -2bq3 +2cq2

(1 -a
2 -b

2 -c
2)q4 +2(aq1 +bq2 +cq3)

(10a)

g2 =
(1 -a

2 -b
2 -c

2)q2 -2bq4 -2cq1 +2aq3

(1 -a
2 -b

2 -c
2)q4 +2(aq1 +bq2 +cq3)

(10b)

g3 =
(1 -a

2 -b
2 -c

2)q3 -2cq4 -2aq2 +2bq1

(1 -a
2
-b

2
-c

2
)q4 +2(aq1 +bq2 +cq3)

(10c)

(10a)—(10c)式实际上是(7)式的推广 , 当 a=

b=c=0时 , (10a)-(10c)式将退化为(7)式 , g 就

是经典 Rodrigues参数.

3.2　第二推广形式与四元数的关系

四元数向第二推广形式的转换公式见(10a)—

(10c)式 , 第二推广形式向四元数的转换公式如下:

q1 =±
(1 -a

2
-b

2
-c

2
)g1 +2a -2cg2 +2bg 3

(1 +a
2
+b

2
+c

2
) 1 +g

2
1 +g

2
2 +g

2
3

(11a)

q2 =±
(1 -a

2 -b
2 -c

2)g2 +2b-2ag 3 +2cg 1

(1 +a
2 +b

2 +c
2) 1 +g

2
1 +g

2
2 +g

2
3

(11b)

q3 =±
(1 -a

2
-b

2
-c

2
)g3 +2c -2bg 1 +2ag 2

(1 +a
2
+b

2
+c

2
) 1 +g

2
1 +g

2
2 +g

2
3

(11c)

q4 =±
(1 -a

2 -b
2 -c

2)-2(ag 1 +bg 2 +cg 3)

(1 +a
2 +b

2 +c
2) 1 +g

2
1 +g

2
2 +g

2
3

(11d)

3.3　第二推广形式的姿态运动学方程

由(3)式及(10a)—(10c)式推导可得第二推广形

式满足如下方程

g
·
= 1

2
{ω+g ×ω+(g·ω)g} (12)

比较(12)式和(6)式知 Rodrigues参数的第二推

广形式和经典 Rodrigues 参数的姿态运动学方程完

全相同.因此 , 在积分姿态运动学方程时 , 第二推

广形式相对于经典 Rodrigues参数没有增加计算量 ,

这是第二推广形式的一大优点.另外第二推广形式

的奇异性问题可以方便地解决 , 详细讨论如下.

3.4　第二推广形式的奇异性及解决方法

由(10a)-(10c)式的定义可知 , 当

(1 -a
2 -b

2 -c
2)q4 +2(aq1 +bq2 +cq3)=0

(13)

时 , g的模 g 为无穷大 , 出现奇异现象.

Rodrigues参数的第二推广形式 g 代表了一族

姿态描述参数 , 给定 a , b , c的一组值就得到一种

姿态描述参数.因此 , 当 g 接近奇异点 , 即 g 比较

大时 , 可以选择另外一组值 a′, b′, c′代替 a , b ,

c , 使得(13)式不成立且 g 比较小 , 从而避免第二
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推广形式的奇异性.有多种方法可以实现此目的 ,

当限定 a , b , c的值只能取 0或 1时 , 文献 [ 6] 给

出了一种避免奇异性的方法.下面确定 a′, b′, c′使

g=0.

令(10a)-(10c)式中的分子为 0 , 可以解得

a′=
q1

1 +q4
,b′=

q2
1+q4

, c′=
q3

1+q4
(14)

或

a′=
-q1

1 -q4
,b′=

-q2

1-q4
, c′=

-q3

1-q4
(15)

当取(14)式时 , 由(10a)—(10c)式得

g1 =g2 =g3 =
0

2(1 +q4)
(16)

当取(15)式时 , 由(10a)-(10c)式得

g1 =g2 =g3 =
0

2(q4 -1)
(17)

根据(16)和(17)式 , 为了防止出现 “
0
0 ” 的情

况 , 当 q4 ≥0时取(14)式 , 当 q4 <0时取(15)式 ,

所以取

a′=
sign(q4)q1
1 +|q4|

,b′=
sign(q4)q2
1 +|q4 |

, c′=
sign(q4)q3
1+|q4|

(18)

其中 sign (·)为符号函数 , 即

sign(q4)=
1　　(q4 ≥0)

-1　(q4 <0)
(19)

3.5　第二推广形式在捷联惯导姿态解算中的应用

对捷联惯导而言 , 目前最常用的捷联姿态算法

为四元数算法[ 18] .利用 Rodrigues参数的第二推广

形式可以方便地建立递推形式的捷联姿态算法.设

在第 k 步飞行器的姿态用第二推广形式表示为g k ,

从第 k-1步到第 k 步时间内飞行器姿态运动的等效

转动矢量
[ 18]
为 Δφk , 其模为 Δφk .由(10a)—(10c)

式以及四元数乘法推导可得如下捷联姿态算法

gk =
gk-1 +ΔΥk +gk-1 ×ΔΥk

1 -(gk-1ΔΥk)

ΔΥk =
tan(Δφk/2)
Δφk

Δφk ≈
1
2
+
Δφ2k
24

Δφk

(20)

只要给定初始时刻飞行器的姿态 , 便可以递推出任

意时刻飞行器的姿态.

在等效转动矢量 Δφk 已知的情况下 , 四元数算

法与 Rodrigues参数的第二推广形式算法的计算量

比较如表 1所示.需要注意的是在统计计算量时考

虑了四元数的规范化以及 Rodrigues 参数的第二推

广形式为避免奇异性而进行的修正.从表 1可以看

出 , Rodrigues参数的第二推广形式比四元数算法

的计算量小.

表 1　两种算法的计算量比较

计算量 四元数 第二推广形式

乘除/次 34 22

加减/次 20 17

开方/次 1 0

4　结论

(1)提出 Rodrigues 参数的第一推广形式 , 它

是 Rodrigues 参数的进一步推广 , 为统一研究由

Rodrigues参数推广而来的各种三参数姿态描述方

法提供理论基础.

(2)提出 Rodrigues 参数的第二推广形式 , 给

出了 Rodrigues参数的第二推广形式表示的姿态运

动学方程 , 讨论了避免 Rodrigues 参数的第二推广

形式奇异性的方法.

在进一步的研究中 , 将深入分析 Rodrigues参

数的第一推广形式的性质 , 研究 Rodrigues 参数的

第二推广形式在飞行器姿态确定和控制中的应用.
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